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1.1 Definicija polinoma, seStevanje

In mMnozenje

Polinom p je realna funkcija oblike:
p(z) = anz™ + ap_12" L + ... + a1 + ap
Realna stevila a,,, a,_1, ..., aq so koeficienti polinoma.

Pri tem je a,, # 0, razen v primeru, ko so vsi koeficienti enaki 0 (nicelni polinom).
Koeficient a,, imenujemo vodilni koeficient, ¢len a,2™ pa vodilni ¢len. Koeficient
ap je prosti koeficient ali prosti élen. Stevilo n je stopnja polinoma. Oznac¢imo jo
s st(p).

Dva polinoma sta enaka, ce sta enake stopnje in se ujemata v istoleznih koeficientih
(pri potencah iste stopnje).

Vsota p+ ¢ polinomov p in ¢ je polinom, katerega koeficienti so vsote istoleznih koefici-
entov polinomov p in ¢q. Razlika p — ¢ polinomov p in ¢ je polinom, katerega koeficienti
so razlike istoleznih koeficientov polinomov p in q. Tako pri vsoti kot pri razliki smemo
v primeru, da nek polinom nima ¢lena dolocene stopnje, za ustrezni koeficient vzeti 0.

Produkt pg polinomov p in ¢ je polinom, ki ga dobimo, ¢e polinoma p in ¢ zmnozimo
kot vecclenika. Vodilni ¢len produkta je enak produktu vodilnih ¢lenov posameznih
faktorjev. Stopnja produkta je enaka vsoti stopenj posameznih faktorjev. Prosti ¢len
produkta je enak produktu prostih ¢lenov posameznih faktorjev.

Zgledi

1. Ali je funkcija f(z) = 22% + 22 — 3 polinom?
Resitev:  Polinom je realna funkcija oblike:

‘p(x) = apz” 4 an_12™ t+ ...+ a1z + ao

Spremenljivka = nastopa le v obliki potenc z naravnim eksponentom. Ker ima
dana funkcija f potenco z racionalnim eksponentom, ta funkcija ni polinom.

2. Dan je polinom p(x) = v/3z* — 222 + 7x — 4. Dolodi stopnjo, vodilni koeficient,
vodilni ¢len in prosti ¢len tega polinoma.
Resitev:  Vodilni ¢len polinoma je enoclenik z najvecjim eksponentom pri spre-
menljivki z. V naSem primeru je to v/3xz*.
Vodilni koeficient je koeficient vodilnega ¢lena, torej v/3.
Stopnja polinoma je enaka eksponentu pri spremenljivki = vodilnega ¢lena, v
naSem primeru je:

st(p) =4

Prosti ¢len je tisti, ki ne vsebuje spremenljivke x. V naSem primeru je to —4.
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3. Dana sta polinoma p(z) = —3z* +22% — 1 in ¢(z) = 3z* — 42 + 2%, Dolo¢i vsoto
teh polinomov.
Regitev:  Polinome seStejemo, kot smo to Ze poceli pri vecélenikih. Sestejemo
lahko ¢lene iste stopnje:

p(x) + q(x) = —4a® + 32% — 1

Pri tem opazimo, da se vodilna ¢lena obeh polinomov pri seStevanju iznicita, saj
velja:
—3z + 32 =0
4. Za polinoma p(z) = 22° — z in q(x) = 22 — 0'5z — 2 izratunaj p(z) — 2q(x).
Resitev:  Racunajmo, kot smo vajeni pri vec¢lenikih:
p(x) —2q(z) = 22° —2—2(z* - 05z —2) =
20 —x— 22 + x4+ 4=22> 222 +4

5. Izracunaj produkt polinomov p(z) = 223 + 1 in ¢(z) = —32% + z.
Resitev:  Pri mnozenju vsak ¢len mnozimo z vsakim:

p@)gx) = (22°+1)(=32% +2) =
= 2% (=32?)+22% x4+ 1-(-32%)+1-2=
—62° + 22" — 327 + &

6. Dan je polinom p(z) = 22 — 322 + 7z — 5. Dolo¢i vodilni ¢len polinoma (p(x))3.

Regitev:  Za dolocitev vodilnega ¢lena kuba polinoma p(x) nam seveda ni po-
trebno dolo¢iti ves polinom (p(z))3. O¢itno vodilni ¢len tega polinoma dobimo
tako, da vodilni ¢len polinoma p(z) potenciramo:

(2%4)3 _ 23£C12 _ 8%12
7. Dolodi taka stevila A, B in C, da bo za vsak z veljalo:

22° —5x+2=(Az+ B)(x — 1)+ C

Resitev:  Ce naj gornja enakost velja za vsak x, potem to ne pomeni ni¢ drugega,
kot da sta polinoma na levi in desni strani zgornje enacbe enaka. Polinoma pa
sta enaka natanko tedaj, ko se ujemata v vseh koeficientih. Zato najprej polinom
na desni strani uredimo:

(Az+B)(z—1)+C = Az> —Ax+Bx—B+C =
Ax* + (-A+B)z - B+C

Sedaj izenacimo koeficiente tega polinoma s koeficienti polinoma na levi strani

enacbe:
A = 2
—-A+B = -5
-B+C = 2
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Dobili smo sistem treh enacb s tremi neznankami. Prva enac¢ba nam Ze kar doloca
stevilo A. Le-to vstavimo v drugo enatbo:

—24+4B = -5
B = -3

Sedaj to uporabimo v tretji enacbi:

—(=3)+C = 2
c = -1
Tako smo torej dobili A =2, B=—-3in C' = —1.

. Dolo¢i polinom druge stopnje, za katerega je p(1) = 3, p(—=1) =1 in p(2) = —5.
Resitev:  Poljuben polinom druge stopnje lahko zapiSsemo v obliki:

p(z) = az’® + bz + ¢

Zapovrstjo vstavimo x = 1, —1 in 2:

p(l)=a-12+b-14+c=a+b+c
p(-=1)=a-(-1)2+b-(-1)+c=a—-b+c
p(2)=a-224+b-24+c=4a+2b+c

Upostevajmo dane vrednosti polinoma v teh tockah in dobimo sistem treh enac¢b
s tremi neznankami:

a+b+ec = 3
a—b+c =
4a+2b+c¢c = -5

Od prve enacbe odstejmo drugo:

2% = 2 /:2
b = 1

Sedaj vstavimo b =1 v prvo in tretjo enacbo:

a+1l+c = 3
4da+2-14¢ = -5

Enacbi uredimo:

at+c = 2
da+c = -7

Od druge enacbe odstejmo prvo:

3a = -9 /:3
a = —3
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Vstavimo v enac¢bo a + ¢ = 2:

—3+c =
c
Tako smo dobili vse koeficiente iskanega polinoma: a = —3, b = 1, ¢ = 5. Torej
je:
p(z) = =322 +x +5

1. Za dano funkcijo ugotovi, ali je polinom:

a) f(z) =222 -4z +5 b) f(z)=-322 -2 -2

c) f(z)=4a3 + 422 - 3x d) f(z)= -5 +22+1

e) f(z)=6x" + 525 — 42° + 32* — 223 + 322 — 42 — 5

f) f(z) =223 g) flx)=22"%+32r73—-22"1 -4
h) f(z) = 321t — 7 D Slo) ok

J) f@)=log”z+log"z—logz—1 k) f(z)=—

1) f(z)=5z+1 m) f(z)= \/x_2

n) f(z) =623 +v222 — 32+ V5 o) f(x)= Yz —2yx—2

p) flx) = 5a* +1-a

2. Dolo¢i stopnjo, vodilni koeficient, vodilni ¢len in prosti ¢len polinoma p(x) =

a) 5x?+2r—3
c) 423+ 322 -5z +1
e) —at+22%+2
g) o8+ 22°
i) —at
k) 322 +1—a?
m) 7%‘%4 + 223

— 1123 —x

1 2
- 53:2 +zrtd
0) 2252% — 152405
r) Vba? — 22 — /2

b) 222 -z +7
d) 23 +22%2 -2r -1
f) 22 + 2% — 22 + 42
h) 4z —1

) 2

1) 2z 4 226

n) —2°+2? -3z — =

2
p) V2z*
s) 1+ mat — 323

+ 7222 4 2¢

3. Dolodi stopnjo, vodilni koeficient, vodilni ¢len in prosti ¢len polinoma p(z) =

a) plx) = 2%z — 2)
c) p(z) = -3(x+1)%(x—1)

4. Sestej polinoma:
a) 22 +2zin2? +3z+1
c) 2> —2inx+4
e) ¥’ +3z+1in2? +x—2
g) 223 +42% — 1 in —52® + 62

b) p(x):(x+31)(w2*2)(1*$)
d) p(z) = (x+5) 2z —1)(z +1)

b) 22% + 2% — 2 in 2* — 222 + 4z
d) —3z*+22% in 223 + 5z — 1

f) —2?+4r—3in 22 — 22 -2
h) 627 + 423 + 2z in 523 + 22% — 4
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i) 5ot — 323 + 20 — 4 in —5z* + 222 + 622
j) bz" +32% — 222 + 1in —325 4+ 222 — 1
k) 2 +22+1in —2% -2 1) —22° +42% —21in 225 — 423 +5
1 7 1 1
m) 4x? —22% — 5z in —42* + 222 + 5z n) —x3+4x—§in 5303—1—6302—1—5
7 3 1 3 1 3
o) 5x° + 423 +5:c1n72x +5x7—p) —x2+3xln2x71
3 1 1 1 )
r) 5x3+2xf§inf§x3+2x275x+g
2 1 2 1
s) 4m8+?m6+8m3—§x+4in §x3+x2+5x
t) 2v2x% — /32?2 — /T in —3v22% + /52
u) V32° +2v22% —V3Br +2in 2* + 2% — 43z
5. Odstej polinomas:
a) 2z3+3zin 2 +x—3 b) 223 + 2% —2in 2" — 222 + 4x
c) 228 —1linz +3 d) —z* +22% in 42° + 52 — 1
e) 22 +3x+1in —a?+2 -2 f) 22 +4r —3in 2? — 22 — 2
g) 223 +42% — 1 in —523 + 5z h) 327 — 325 + 222 in —325 + 222
i) —52* +32° + 20 — 4 in 5z + 22° — 622
j) 627 + 2% + 22 in 523 + 222 — 4 k) 2*+2%+1in —23 -2
1) —42° + 823 + 27 in —42° + 22 m) 4zt —22% — 5z in —4a* + 222 + 5z
n) §x3+6xfz in 1x3+4x2+2 0) 3x5+41‘37§$ in 72x4+§x271x
2 3 2 3 5 2 )
3 1 3 3 1 1 5 5
pP) 4x2 5xin2x371 r) §x3f§inf§x3+2x275x+a
1 2 1
s) 3m10+2x7—x3—§m2+4x in §m3—|—§x2—7
t) 2v2x% — /32?2 — /T in —3v22% + /52
u) V32° +2v22% — 3z +2in 2* + V222 — 43z -5

6. Dani so polinomi p(z) = 2* + 323 — 222 + 52 + 6, q(v) = 22* — 222 —2 — 1 in
r(x) = 323 — 222 + 4 + 4. Izracunaj:

a) p(z) +q() b) p(z) +r(x) c) q(x) —r(z)
d) p(z) —r(z) e) plx) +r(x) +q(x)  f) pla) —r(z) —q(z)
g) 2-p(x) —q(x) h) g(z) +4-r(z) i) 2-r(x) - 3-p(x)
J) 4-p(x) —2-q(x) k) q(z) - (2-p(z) - 2r(z))
1) 5-p(x) = 3-r(z) - 2q(x))

7. Izracunaj produkt polinomov:
a) 222 —-3r+1inz—2 b) -3z +z—4inz+2
c) 222 —1in 3z d) 2*+22%in 2?2 + 42 — 1
e) x* —223 +4in —x +3 f) 222 + 42 —1in —22% + 42+ 3
g) —2°+222 —xinaz? —6x+1 h) 23 + 2z in 2 — 222 — 1
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i) 2° — 2% in 2% + 22 j) 25 —1ina%+1
k) z+5in 2? — 5z + 25 1)  —6in 2% + 6z + 36

1 1 2 1
m) §x4—1x2—1in8x2+4x—12 n) 3x2+12minx5—§x3+§

3 1 1 1 ) 1 3 2
0) 5% f§x+§in3x471x2+2x pP) §x275x+§inf§x4+gx3
r) —a5+ 225 — 42t + 322 — 27 in 222 +4
s) 28 —lina* +2% - 222 +2x -3  t) V222 +3in V222 — V32 + 6

u) V523 + 2422 — 1in V222 — 10z + 1

8. Naj bo p(x) = —32% + 2 — 2 in ¢(x) = = + 1. Dolo¢i stopnjo, vodilni koeficient,
vodilni ¢len in prosti ¢len polinoma:

a) p() +q(z)  b) p(zr) —q(x) ¢ q@)—px)  d) 3p(z)+2(2)
)

e) p(z)+3z-q(x) f) p(z)-q(@) g) (p(z))? h) (q())?
i) (q(2))* ) —2-plx) - 4(q(2))°
9. Doloci taki stevili A in B, da bo:
a) 2r+2=A(x+3)+B b) 3t—1=A(x—1)+ B
c) f%x+4:A(x+1)+Ba¢ d) —z+3=A(x+3)+ Bz +1)
e) v = Ax+ B(2z —3) f) —9=AQ2z—-1)+ B(bz +2)

10. Dolodi taka stevila A, B in C, da bo:
a) 222 +3x — 11 = A2? + B(x —4) + C
b) —222+4x+2=A(222+ 1)+ Bz +C
c) x—2=(Az+ B)(x+2)+ Cax(z+1)
d) 222 +2r=(Az+B)(x — 1)+ Cz +2B -1
e) 622 —5r —2=(Az + B)2x — 1)+ (Bx + C)(z + 1)
f) 22 —2—-1=B@*+1)+ (Az +O)(z — 1)
11. Izrac¢unaj vrednost polinoma p v danih tockah:
a) plo)=a23+222+2-3;2=0,-1,1,2
b) p(x) = —a* +22° + 522+ 22— 1; 2 =0,-1,-2,V3
1, 1

—1: =—1.1.2. —
71‘ )7)2

1
c) p(z) = 53:5 -+ 3%

d) p(z) =22*—622 -3z +1;2 = 72,%,%2,\/5
12. Dolo¢i polinom druge stopnje, ¢e ves, da je:

a) p(1) =2, p(=1) = =6, p(0) = =3 b) p(1) = =6, p(4) = 0, p(0) = —4
©) p()=2p(-1)= 2 p0)=1  d) p(-1)=9,p(1) = 1,p(2) =3
©) p(1) =2, p(~2) = ~10, p(2) = ~6 ) p(3) =6, p(~6) = 15, p(2) = =

*13. Dolo¢i polinom tretje stopnje, ¢e ves, da je:
a) p(1) =1, p(=1) =1, p(2) = 1, p(0) = —1
b) p(1) = =3, p(2) = 11, p(3) = 49, p(0) = =5
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14. Doloci polinom druge stopnje z vodilnim koeficientom —1, prostim ¢lenom 2 in
vsoto koeficientov 5.

*15. Dolo¢i polinom tretje stopnje, pri katerem je vodilni koeficient dvakrat vecji od
prostega ¢lena, vsota koeficientov 5 ter p(0) = 2 in p(—1) = 3.

1.2 Deljenje polinomov

Za poljubna polinoma p in g # 0 obstajata enoli¢no doloc¢ena polinoma k in r, tako
da velja:

p(z) = k(z)q(z) +r(x) st(r) <st(q) alir=20
To trditev imenujemo osnovni izrek o deljenju polinomov. Polinom %k imenujemo

kvocient (koli¢nik), polinom r pa ostanek pri deljenju polinoma p s polinomom g.
Pri tem je polinom p deljenec in polinom ¢ delitelj.

Polinom p je deljiv s polinomom ¢ (polinom ¢ deli polinom p), ¢e je ostanek pri deljenju
polinoma p s polinomom ¢ enak ni¢elnemu polinomu.

Zgledi
4 3

1. Deli polinom p(z) = 2* — 2% — 2% — 2 s polinomom ¢(z) = 22 — 2z + 3.
Resitev:  Zapi§imo oba polinoma v vrsto in pri¢nimo z deljenjem. Ker polinom
p(z) nima linearnega ¢lena, na tistem mestu pustimo nekaj prostora zaradi lazjega
podpisovanja.
(z* — 2% — 2? —2):(2? =22 +3) =

Sedaj prvi ¢len prvega polinoma (deljenca) delimo s prvim ¢lenom drugega poli-
noma (delitelja) in rezultat zapisimo takoj za enacaj. O¢itno je:

Tako imamo:
(z* — 2 — 2? —2):(2? =20 +3) =22

2

Nato drugi polinom pomnozimo z z~ in rezultat podpisimo pod prvi polinom:

(z* -2  —2? -2) : (2®-22+3) = 22
zt —22% +322

0Od zgornjega polinoma odstejmo spodnji polinom:

(xt -3 —a? -2) : (2?2 -20+43) = 2a?
—(x* —22% +32?)
3 —4x? -2
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Sedaj zgodbo ponovimo z dobljenim polinomom. Vodilni ¢len delimo z vodilnim
¢lenom drugega polinoma:

Rezultat pripisimo na desno stran, nato pa s tem ¢lenom mnozimo drugi polinom
ter rezultat podpisemo, nato pa ga odstejemo:

(xt -3 —a? -2) : (2?2 -22+43) = 2’+x
—(z* —22% +322)
3 —da? -2

Kon¢no naredimo e zadnji korak. Vodilni ¢len spodnjega polinoma delimo z z2:

Rezultat zapisimo na desno, ga pomnozimo z drugim polinomom, podpisemo in

odstejemo:
(xt -3 —a? -2) : (@?*-22+4+3) = 22+2-2
—(z* —22%  +32?)
a3 —4z2? -2
— (23 —22?  +3x)

—2z2 3 -2
—(—22% +4z —6)

—T7x +4

Tukaj se deljenje ustavi, saj je stopnja polinoma r(z) = —7z + 4 manjSa od
stopnje polinoma, s katerim delimo. Polinomu r(z) pravimo ostanek pri deljenju
polinoma p(z) s ¢(x), polinom:

k(z) =a2* +2—2

pa je koli¢nik. Ocitno velja zveza:

2. Ugotovi, ali je polinom p(x) = 2* — 822 + 92 + 2 deljiv s polinomom ¢(x) = x — 2.
Resitev:  Polinom p je deljiv s polinomom ¢, ¢e je ostanek pri deljenju polinoma
p s polinomom ¢ enak 0. Torej polinom p delimo s polinomom ¢. Deljenje

1.2 Deljenje polinomov 13
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1. a) Da. b) Da. «¢) Da. d) Da. e) Da. f) Ne. g) Ne. h) Da.

i) Ne. j) Ne. k) Da. 1) Da. m) Ne. n) Da. o) Ne. p) Da.

Stopnja | Vodilni koeficient | Vodilni ¢len | Prosti ¢len
a) 2 5 52 -3
b) 2 -2 —227 7
c) 3 4 4o° 1
d) 3 1 z3 -1
e) 4 -1 —z* 2
f) 4 2 22"
g) 8 1 28 0
h) 1 4 4z -1
i) 4 -1 —z* 0
j) 0 2 2 2
k) 4 -1 —x 1
1) 6 2 22° 0
m) 4 — % — %x‘l 4
n) 5 -1 —z® 5
o) 3 2'25 22523 05
P) 3 V2 V213 0
r) 2 V5 V52 -2
s) 4 S+n Y1+ ma? 2e

3. a) Stopnja 4, vodilni koeficient 1,vodilni ¢len z*, prosti ¢len 0.

76

b) Stopnja 3, vodilni koeficient -1,vodilni ¢len —z3, prosti ¢len —6.
c) Stopnja 3, vodilni koeficient -3,vodilni &len —3x3, prosti ¢len 3.
d) Stopnja 4, vodilni koeficient 2,vodilni ¢len 2", prosti &len fi.
a) 242 452+1  b) 2*422°—2?+4x—2 ) 2*+2+2  d) —3z'+223 42274501

e) 2x? +4x—1 f) 2r—5 g) —32°+42?+62—1 h) 627 +92° +22% 422 —4
i) —2®+622+2r—4 j) 527 k)a*—2*+22—z+1 1)3 m)oO

n) 2° 4+ 62> +4z -2 o) 5m572m4+4x3+2x7% P) 2x3+gx2+%mf%
r) gx3+2x2+gx+% s)4m8+%x6+%m3+m27%m+4

t) V223 —32% +Vbx — V7 u) V3x® + 2t + 2% + 2v22% — 53z + 2

.a) 20 —2°+20+3 b) —2"+22° +327 —dz -2 ) 20° —x—4

d) —2* —42® 422 —52+1 e) 20 +22+3 f) 6x—1 g) —T2°+42> 501
h) 327 i) ¥ +62°+22—4 ) 62" —da® -2z +204+4 k) 2t +at+at4 a4l
1) 82° m) 82* —42® — 10z n) 2° —42>+6x—-3 o) 3x5+2m4+4x372m27m
P) 72x3+%m27ém+g r) %m372m2+gxfg s) 3m10+2x7f§m
t) 5v22% — /322 — /bx — V7 u) V3P — 2t + V222 +3V3x + 7

372x2+4x+7

Resitve
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