Roman Brilej, Dezider Ivanec, Barbara Kusar

OMEGA 4

Zaporedja, zveznost in limita funkcije,
odvod, integral

Zbirka nalog za matematiko v 4. letniku
gimnazijskega izobrazevanja

Ljubljana 2013



Kazalo

3.8

Definicija in lastnosti zaporedij . . . . . . . . . ... ... ...
Aritmeti¢no zaporedje . . . . . . ...
Vsota n ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja . . . . . ... ...
Geometrijsko zaporedje . . . ... oL oo
Vsota n ¢lenov geometrijskega zaporedja . . . . . ... .. oL

Obrestno obrestniradun . . . . . . . . . . . e e

Operacije v mnozici funkeij . . .. ... .. oo o000
Limita funkcije in zveznost . . . . .. . ..o Lo

Neskoné¢na limita in limita v neskon¢nosti . . . . . . . ... ... ...
Lastnosti zveznih funkeij . . . . . . .. ..o o000

Odvod sestavljene funkcije . . . . . . .. Lo oo
Odvodi nekaterih elementarnih funkeij . . . . . .. .. ... oL
Aproksimacija z odvodom in diferencial . . . . ... ... ...
Narascanje in padanje funkcij. Ekstremi . . . . . ... ... ... ...

Naloge za ponavljanje

1 Zaporedja

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6 Popolna indukcija .

1.7 Limita zaporedja . .

1.8 Geometrijska vrsta .

1.9

1.10 Naloge za ponavljanje
2 Zveznost in limita funkcije

2.1

2.2

2.3

24

2.5 Naloge za ponavljanje
3 Odvod

3.1 Naklon premice . . .

3.2 Definicija odvoda . .

3.3 Pravila za odvajanje

34

3.5

3.6

3.7

© O G

13
16
20
22
23
27
30
36

39
40
43
49
54
35

59
60
64
66
72
76
80
81
90



1.1 Definicija in lastnosti zaporedij

Zaporedje je funkcija iz mnozice naravnih Stevil v mnozico realnih stevil. Tako
definirano zaporedje je neskonéno.

Funkcijske vrednosti v tockah 1, 2, 3 ... oznacimo z ay, az, a3 ... Imenujemo jih ¢leni
zaporedja, a, pa je splosni ¢len.

Konéno zaporedje s k ¢leni je funkcija iz mnozice {1, 2, 3, ..., k} v mnozico realnih
Stevil.

Zaporedje s sploSnim ¢lenom a,, je:
e narasc¢ajoce, Ce za vsak n € IN velja:
Ay < Qptq
e padajocde, Ce za vsak n € IN velja:
Ap > Gp1
e monotono, Ce je bodisi narascajoce bodisi padajoce

e omejeno navzgor, ¢e obstaja taksno Stevilo M (imenujemo ga zgornja meja
zaporedja), da za vsak n € IN velja:

ap, < M

e omejeno navzdol, ¢e obstaja taksno Stevilo m (imenujemo ga spodnja meja
zaporedja), da za vsak n € IN velja:

Ap, > M

e omejeno, Ce je omejeno navzdol in navzgor

1. Zapisi prve §tiri ¢lene zaporedja:

a) ap, =4n+2 b) anp =1—n? c) ap,=-2
d) = or ) an = (-1)" ) an=2"-1
Tt ) = "
g) an =nvn+1 h) a, =log,n i) a, =sinnw
2. Zapisi prvih Sest ¢lenov zaporedja:

nm . nmw

a) a, =n+(—-1)"n b) a, = cos 3 c) an = S =T
1

d) a, = tan(% + ng) e) ap = - cosnm f) anZCOS(W+(_1)ng)

_ ) n 2n _ =D 3in
g) a”_{ -n; 2)fn h) a"_{ n+1; 3/n

6 1. Zaporedja



[13. Zapisi prvih pet ¢lenov zaporedja, ce je:

a) a; = 2, Apt1 = Gp + 3 b) a; = —1, Gn4+1 = —2an,
1 1 an,
c) a1 =3, apy1 = —ap — = d) a1 =-2,a,41 =
) s Un+ 3 n 2 ) > Und ay + 1
e) ar=1,a2=4, api2 = an + aps1 f) ay =3, az = —1, apy2 = anant1

4. Izracunaj iskani ¢len zaporedja:

n+4
a) a, =3n+4, a7 =7 b) an—2n_1 a1a ="
c) ap=+vn—/n+T7, a9 =" d) a, = Vn? a4 =7
. nw nm
e) a, =sin R ayly =7 f) a, =tan 3 arpo =7
n’ 3n 2n —1; logone”Z
g) an=9 1—mn; 3[(n+1),a3r = h) an_{mf loangz’af” =?
2+n; 3|(n+2) ) 1082
5. Izracunaj 8. ¢len zaporedja, Ce je:
3
a) a1 =4, apnt1 = 2a, — 5 b) a1 =2,ap41=1- 2an
C) a1 =1,a2=0,a3 = —1, Apt3 = Qp + Qpip1Gp42
6. Narisi graf zaporedja:
9—3n 3—
a) a,=n+1 b) a, = 5 c) a, =2+42°""
d) a, =1 ) ()" ) a= (1))
A, = e) a,=n—(— Ap = (— —n
n 2n7 5 n n
7. Pois¢i najpreprostejsi predpis za sploni ¢len, ki mu zadoSc¢ajo zacetni ¢leni
zaporedja:
a) 5,6,7,89... b) —4,-2,0,2,4... ¢) 3,6,9,12,15 ...
d) 10,6,2, -2, —6... e) 1,4,9,16,25... f) 0,1,8,27,64...
1 23 45 13 5 7 9 . 5 7 3 11
g) aY 9 4V Y p h) T 0’ 140 10 on 1) 17_7_7_7_"
2°3°4°5°6 4787127167 20 6°9 4" 15
2 1 2 1 2 8 8
2,1, =, =, - ... k) 2,4,8,16,32 ... D -, -, 1, -, - ..
n]) ) 737 275 ) ) 787 673 ) 27 37 7573
8. Poisci najpreprostejsi predpis za splosni ¢len, ki mu zadoScajo zacetni Cleni
zaporedja:
a) —1,2,7,14,23 ... b) 0,7, 26, 63, 124 ...
c) 5,7,11,19,35 ... d) —1,11, —25, 83, —241 ...
4 16 16 1 5 17 13
)1 , ) -, 1, -, —, — ...
53 2 377 4
g) 1, 7 17, 31, 49 .. h) 8,2, —10, —34, —82 ...

**1)2204106081810012

9. Kateri ¢len danega zaporedja je enak 2:

13—n
n=4n — 26 b) a, =
a) a n ) a ——
4 )
c) ap = nt d) a,=n>—4n-3

1.1 Definicija in lastnosti zaporedij 7



10.

11.

*12.

13.

14.

15.

16.

n?>—3

e) ap, = 2
g) a, =9"—28-3"T1 4245
nw

D) a, = 2sin "
i) a sin —

Pokazi, da je dano zaporedje narascajoce:

n—1
n=4n—>5 b) a, =
a) a n ) a ]
n 2n
d) an:(ﬁ) e) n = 1427

T
*g) a, =log(3" —1) *xh) a, = cos -

Pokazi, da je dano zaporedje padajoce:

2n + 4
a) a, =2-3n b) an:3n+5
2n+1
d) a, = (7 —=3)" *e) an =3
Dolo¢i tak p, da bo dano zaporedje padajoce:
n+1
a) an =pn—p+1 b) an:n—+p
Ugotovi, ali je dano zaporedje monotono:
1 n
a) an=1—ﬁ b) an:m
d) a,=—-4-(-3)" e) a, =vn?+1

*g) a, =n3 —20n? 4+ 100n + 200
*i) a, =In(2+ \/3)
Pokazi, da je m = 1 spodnja meja zaporedja:

2
b) an:n+
n+1

a) a, =2n-—1

d) a, :3+sinn—7ﬂ e) a, =log, 3"

Pokazi, da je dano zaporedje navzdol omejeno:

n

3
— 3 _ -
a) a,=n 7 —

b) a, =

nm

d) a, = sinn? e) a, = —2°%7

Pokazi, da je M zgornja meja danega zaporedja:

a) a,=1-2n, M =1 b) a,
¢) a, =20n—n% M =100 d) a, =
1 1
e) ap=——pm, M = -
3+ 2sin — 3
n

f) a, =2"t1 —5.2n72 46
h) a, =log,9—-1
J) an:1+2(:os%

c) a,=n%+n

3n
f) a, =
n+3
. .nmw
*1) an = sin o=
) 2 —n?
c) ap =
" on41

*f) a,=—2n3+n?+2n+1

¢) an = log(1+p")

27L
©) an =5y
f) a, =27 +2"
ontlg
h) a, =sin ——
*xh) a SmO'l—i—Z”

c) ap =n>+2n—2

3’(7,
f) a, =
*f) a n+ 2"
) 3n+5
c) a, =
2 —4n

1
*f) a, =1——1log(1+2")
n

_—n+2,M:§
2n+ 3 6
bn —1

=—— M=1
n?+7’

*f) a, = -n®+6n2—12n+16, M =5

1. Zaporedja



17. Pokazi, da je dano zaporedje navzgor omejeno:

3n —2 n2—1
= b = —
a) an= ) w =55,
—n?4+12n—1
C) an:w d) an:n.an
n—+6 . nw
1 1+ sin 3
e) an = — *f) an:ﬁ
sin —= + cos —
18. Ali je dano zaporedje navzdol oziroma navzgor omejeno:
1-2 230
a) a, =3—5n b) an:n—i—ln c) an:Zn—l
1)
d) a, =|10n —n?| e) anzL f) an:( )

g) an=(-1)"(n+4)  h) an=(-v2)" %) a, = Yn

. . nmw 2" 1
*J) ap = nsin —- xk) a, = TR x1) a, = 2 Tl
19. Razis¢i monotonost in omejenost zaporedja:
2 1 —2)n
a) a, = ne b) an:( ) c) a, = 10n —n?
n+3 34 92n
1)
d) a, =2"+ (G e) a, = nsinn77r *f) a, = 1—log,(1—2"")
n
: (=n)" . n®
n — h n — n=—>=
*g) a, =n+sinn *h) a 37 o *i) a 80—z

1.2 Aritmeticno zaporedje

Zaporedje je aritmeti¢no, Ce je razlika a,4+1 — a, sosednih ¢lenov stalna. To razliko
oznatimo z d in jo imenujemo diferenca ali razlika aritmeti¢nega zaporedja. Za
vsak n € IN velja:

Ont1 — Qp =d
Splosni ¢len aritmeti¢nega zaporedja je:
an =a1+ (n—1)d
Ce med stevili a in b vrinemo r Stevil, tako da so vsa Stevila zaporedni ¢leni aritme-
ti¢nega zaporedja, je diferenca tega zaporedja:
b—a
r+1

d=

20. Zapisi prve §tiri ¢lene aritmeti¢nega zaporedja s prvim ¢lenom a4 in diferenco d:

1 1
a) aj =4,d=3 b) a1 =20,d=—-5 c) alzg,d:—

6
d) alz—z,dz— e) a1 =12—-43,d=2—-/3

1
3

1.2 Aritmetic¢no zaporedje 9



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

10

Izracunaj 8. ¢len aritmeticnega zaporedja:

5 1 1
3,12, 21 ... b) 50, 18, —14 ... S s =
a) ) ) ) ) ) C) 6 3 6
d) n,m, ... e) 17+8v/2,124+15v2, 7+22V2 ...
Zapisi prve tri ¢lene aritmeti¢nega zaporedja s podatki:
a) ag=19,d=5 b) aip=-29,d= -8
10
C) angll,d:*7 d) (],93:3171',(1:%
e) aja=-9p+43q,d=—p+4q f) a5 =log48, d =log?2
Zapisi splogni Clen aritmeti¢nega zaporedja, Ce je:
a) ap =—1,ay =—13 b) a1 = -1, ag =48
1 15
c) a1 =709 = = ¢ d) a1 = —2v2, a2 = 92
2p—3 11p+6
_ — 9pt+4 _ _
e) a1—2p,a16—2” f) CL1—p2—71,a10—p271
Doloé¢i diferenco aritmeti¢nega zaporedja:
2 3
a) a, =6n—17 b) an:% c) a,=-7
Izrac¢unaj iskani ¢len aritmeti¢nega zaporedja iz danih podatkov:
a) a5 = 22, a13 = 54; a0 =7 b) ayq = 5, ag1 = 90; aio =?
3
c) ag =95, a;5 = —10; ay =7 d) ag = —g 19 = —4: azs =7
13 32
e) ag = 50013 = 5 ag =7

f) ag = —9+2v5, a13 = —23 + 9V5; az =7

Doloci prvi ¢len in diferenco aritmeti¢nega zaporedja, pri katerem je:

a) ag =31, ag + a7 = 87 b) as + a9 = 25, asg + ass = —65
5
C) a4—|—a7=§,a13—a29:12 d) az = 4ag, ar =1+ ag
e) ay +ajg =12, ag - a7 = 18 f) ais = 6as, as - ajg = —28
g) as+as =7, a7 a;3 =22 *h) as+as+ar = —12,as-a4-a5 = —90

Ali je stevilo 3 ¢len aritmeti¢nega zaporedja z danimi podatki? Ce je, zapisi
kateri:

1 4
a) a, =14 —5n b) an:§n—|—§
c) ap =66,d= -7 d) a; = —213, ap = —191
e) ag =1—4v3, a10=2—-2V3 f) as =—-9+6p, a;1 =23 —10p
Ali zapisani ¢leni pripadajo aritmeti¢nemu zaporedju:
a) a9 = 6, a7 = —14, a1 = —-30 b) az = —42, ag = 18, a7 = 126
C) aqg =3, a1 = —7, agg = —19H d) a1z = 16, ags = =713, as7 = 16
) 2 1 1
e = — = —. a = ——
as 3 ag 5o 118 5

£) as =5—6v3, ar =20 — /3, a1 = 47+ 83

1. Zaporedja



29. Ali so dana Stevila zaporedni ¢leni aritmeti¢nega zaporedja:

a) 13, 22, 31 b) —76, —53, —27

3 4 1

SO d) 3-2v7, 1 14
c) 730 a1 ) 3—2V7, 1+7, VT

e) (p+9)?% p*+¢* (p—q)?

30. Doloci tak x, da bodo vrednosti danih izrazov tvorile kon¢no aritmeti¢no zapo-
redje:

a) r—1,7—=z, 2z b) 3—x, |z|,z -1
c) 3—2% -2, 6211 d) Ve—1,3+V22,6+Vx+7
4 4
o) LA 2t6 £) 2,291 _ 1,47 ¢
z—3 2 r—2
g) logy(1+ ), 14 logy(3z — 1), log,(3z + 5)

. ™ . s . s
h) sm(Sx + g), sm(?x + ﬁ)’ sm(:c — g)

. Dolod¢i taka z in y, da bodo vrednosti danih izrazov tvorile kon¢no aritmeti¢no
zaporedje:

31

a) r+y+4d,r—y+2,3x—y+2,Tx—y
xb) 2v, 3.2% 20yl 242 4 ow

ke) ve+1—-1,y—x, Vily—5z—1+1, /15y — 192 — 10+ 2

Med $tevili a in b vrini 7 ¢lenov, tako da bo nastalo kon¢no aritmeti¢no zapo-
redje. ZapiSi prvi vrinjeni ¢len:

a) a=3,b=47,r=10
c) a:fz,b:§,r:14
8 8
d) a=17-8V2,b=—16+ 142, r = 10

e) a=log3,b=10g96,r =4

32.

b) a=5,b=-35r=19

f) a=20"" b=2rt" =47 2

Koliko ¢lenov moramo vriniti med Stevili a in b, da dobimo kon¢no aritmeti¢no
zaporedje z diferenco d:

a) a=-12,b=81,d=3
2 3 1

C) a—g,b—§,d—ﬂ

d) a="Tp+8q,b=21p—34q,d=2p— 6q

33.

b) a=56,b=—40,d = —6

34. Kateri ¢leni aritmeti¢nega zaporedja z danimi podatki so manjsi od 100:

a) a, =3n+7 b) a1 =350,d = -9
d) a4 +a2 =32+8V3, ar +as = 54 +19/3
Koliko trimestnih §tevil je deljivih s:
a) 7 b) 15 c) 23
Dokazi, da je zaporedje a,, aritmeti¢no:
a) a,=2n+1 b) a,=3-2n

C) a7:4,a19:8

35.

d) 37 e) 43
36.
c) a, =+2n d) a,=mn+2
1.2 Aritmeticno zaporedje 11



37.

*38.

39.

40.

41.
*42.

43.

44.

*45.

46.

*47.

*48.

*x49.

12

Dano je aritmeti¢no zaporedje a, s prvim ¢lenom a in diferenco 6. Naj bo
zaporedje b, dano s predpisom:

a) b, =a,+3 b) b,=1-a, ¢) by =kan, k€R
Pokazi, da je zaporedje b, aritmeti¢no, ter zapisi prvi ¢len in diferenco tega
zaporedja.
Dano je aritmeti¢no zaporedje a, s prvim ¢lenom a in diferenco §. Pri katerem
pogoju je tudi zaporedje b, aritmeti¢no:

a) b, =a’ b) b, =logay, c) b, =sinay,

Dolo¢i taksno aritmeti¢no zaporedje a,, pri katerem za poljubni naravni stevili
i in j velja:

ai +a;j = Giyj

Iz aritmeti¢nega zaporedja a,, s prvim ¢lenom « in diferenco 9 izlo¢imo vse tiste
Clene, katerih indeksi pri deljenju z 11 ne dajo ostanka 2. Pokazi, da ¢leni, ki

ostanejo, sestavljajo aritmeti¢no zaporedje. Zapisi prvi ¢len in diferenco tega
zaporedja.

Kdaj je aritmeti¢no zaporedje omejeno?

Naj bo f kvadratna funkcija. PokaZi, da je zaporedje
an = flz+n)— flz+n-1)

za poljuben x aritmeti¢no.

Stranice pravokotnega trikotnika oblikujejo kon¢no aritmeti¢no zaporedje. Izra-
¢unaj dolzine stranic, ¢e je obseg trikotnika:

a) o=12 b) 0=48 c) 0=60

Dolo¢i najmanjsi kot v pravokotnem trikotniku, katerega stranice oblikujejo
kon¢no aritmeti¢no zaporedje.

V rombu ABCD stranica in diagonali oblikujejo kon¢no aritmeti¢no zaporedje
a, [, e. Izracunaj kot a.

Stranice trikotnika s plos¢ino S oblikujejo konc¢no aritmeti¢no zaporedje z dife-
renco d. Izracunaj dolzine stranic:

a) S=24,d=2 b) S =42v2,d=5 c) S=16v21,d=6
Notranji koti trikotnika oblikujejo kon¢no aritmeti¢no zaporedje. Doloci te kote,
¢e ves, da je najdaljsa trikotnikova stranica dvakrat daljsa od najkrajse.

Dolo¢i robove kvadra s prostornino 6 in povrsino 22, ¢e le-ti oblikujejo koné¢no
aritmeticno zaporedje.

Dana so pozitivna $tevila a, b in ¢, katerih kvadrati oblikujejo kon¢no aritmeti¢no
zaporedje. Dokazi, da je kon¢no aritmeti¢no zaporedje tudi:

1 1 1
b+c a+c a+b

1. Zaporedja



**50. Doloci tak a, da bodo regitve dane enacbe oblikovale kon¢no aritmeti¢no zapo-

redje:
a) 2t —ar’+a—-1=0 b) 2* -~ Ba+ 12> +a+6=0

1.3 Vsota n ¢lenov aritmetichega zaporedja

Vsoto s, prvih n ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja imenujemo konéna aritmeti¢na
vrsta in jo krajSe zapiSemo s simbolom > :

n
Sp,=a1+as+...+a, = E a;
i=1

Ta vsota je enaka:

51.

52,

53.

54.

S = g(2a1 +(n—1)d) ali s,= g(al +an)

Izrac¢unaj vsoto prvih n ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja z danimi podatki:

a) a1 =4,d=3,n=18 b) a1 =68,d=-2,n=25
2 1
c) alzg,dzg,nzw d) a; =16V3,d=2—-+3,n=13
e) a; =40,a2 =35, n =15 f) a5 =02, a13 =34, n=47
g) ast+as=7m+4,a6+a0=31—8r,n=21
Izracunayj:
a) 3+8+13+...+78 b) 65+61+57+...+17
1 1 47
—1-4-7—...—-151 d) ——+-+1+...4+4—
c) ) gyttt
Izrac¢unaj vsoto prvih:
a) 100 naravnih 8tevil b) 70 lihih naravnih stevil
c¢) 200 sodih naravnih stevil d) 50 sodih naravnih Stevil

e) 300 naravnih $tevil, ki so deljiva z 9
f) 61 naravnih Stevil, ki so deljiva s 13
g) 165 naravnih $tevil, ki dajo pri deljenju s 15 ostanek 9
h) 80 naravnih stevil, ki dajo pri deljenju z 31 ostanek 17

Izrac¢unaj vsoto prvih 45 ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja s splosnim ¢lenom:

a) a, =3n+4 b) a, =2n-7 c) ap, =8—5n
2 1
d) an = gn+ 5 e) anzlf%n f) a, = (1-v3)n+2v3

1.3 Vsota n ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja 13
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1357
1. 10, 14, 18 b) 0, —3, —8, —1 -2,-2,-2, -2 d) =, 2, =, =
a) 67 07 b 8 ) 07 37 87 5 C) ) b ) ) 37 57 77 9
e) —1,1,—-1,1 f) 1,3,7,15 g) v2,2V3, 6,45 h) 0,1, log,3, 2
i) 0,0,0,0
2.a)0,4,0,80,12 b)0,-1,0,1,0, -1 ¢ V3 V3, V3 V3,
27 2 2 2
1 11 11
d) -1,1,-1,1, -1, 1 -1, 2, -2, >, —=, = f
) ) b b) b ) e) 727 37 b 576 )07070707 070

g) —1,2,-3,4,-56 h) 23 —1,56,1

3. a) 25,8 11,14 b) —1,2, —4,8 —16 c) 3 L .

) 57 _ga _1_87 _2_7

2 2 2
d) —-2,2, -, =, = 1,4 14 f -1, — —
) ) 737 57 7 e) b) 757 97 )37 b 37 37 9
2
4. a) a7 =25 b) as = 3 c)ag=-1 d) au=2 e) anr=-1 f) aro =3
g) asr =39 h) azr =6
431
5. a) ag =—123 b) ag = —% c) ag = —7
6. a) b) c)
an a” a”
3 1k T it
? o 1 2345 7 T
o 27 Q o
1+ 1r
o 1 2 3 4 5 T o 1 2345 67
d) e) f)
aﬂ aﬂ aﬂ 7
1k Pt ] 1k
o T 2345 67 T o T 2345 7
1k it
o 1 2345 67 I

7.a) an=n+4 b)apn=2n—6 ¢c)an=3n d) an=14—4n e) an = n?

2n — 1 . 2n +1 . 2
f n — 713 n — n h n = n = n = —
R L L L
2"~
k) a,=2" 1) an, =
) a ) a ]
8.a)a,=n"-2 b)a,=n"-1 ¢)a,=2"+3 d) a,=(-3)"+2
2" n?+1 5 n
e)an—n+1 f)a"_n+3 g) an=2n"—-1 h)a,=-3-2"+14
i) an zn(sin%—&—l)

9. a) ar b) as c) Noben. d) as e) Noben. f) as g) a1inas h) Noben.
i) ai, 1 =248k, k€ NU{0} j) Noben.
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