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1.1 Definicija in lastnosti zaporedij

Zaporedje je funkcija iz mnozice naravnih Stevil v mnozico realnih tevil. Tako defi-
nirano zaporedje je neskonéno.

Funkcijske vrednosti v tockah 1, 2, 3, ..., n, ... ozna¢imo z ai, a2, a3, .-, Gp, ---
in jih imenujemo €leni zaporedja. Pri tem je a; prvi ¢len, as drugi ¢len, ... Clen a,
imenujemo n-ti ali splosni ¢élen.

Graf zaporedja je mnozica tock (n,a,), kjer n pre- a
teCe vsa naravna Stevila. Tocke nariSemo v pravo- 4
kotnem koordinatnem sistemu, kjer na abscisni osi 3 .
2
1

oznacimo n, na ordinatni pa a,,.

Konéno zaporedje s k ¢leni je funkcija iz mnozice
{1, 2, 3, ..., k} v mnozico realnih Stevil.

Zaporedje s sploSnim ¢lenom a,, je:
e narasc¢ajoce, Ce za vsak n € N velja:
Ay < Qptq
e padajoce, Ce za vsak n € N velja:
Ap > Gp1
e monotono, Ce je bodisi narasc¢ajoce bodisi padajoce

e omejeno navzgor, ¢e obstaja taksno $tevilo M (imenujemo ga zgornja meja
zaporedja), da za vsak n € N velja:

an, < M

e omejeno navzdol, ¢e obstaja taksno Stevilo m (imenujemo ga spodnja meja
zaporedja), da za vsak n € N velja:

Ap, > M

e omejeno, Ce je omejeno navzdol in navzgor

Zgledi
2

1. Zapisi prve §tiri ¢lene zaporedja a,, = 3™ — n”.
Resitev:  Prvi ¢len danega zaporedja dobimo tako, da v obrazec za splosni ¢len
vstavimo n = 1:

ap=3"-1"=3-1=2
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Podobno izracunamo preostale tri ¢lene:

ap=3>-22=9-4=5
az =3%—3>=27-9=18
ay =3 —4>=81-16=65

2. Zapisi prvih pet ¢lenov zaporedja, e je a1 = —2 in ap4+1 = 2a, + 3.
Resitev:  Prvi ¢len imamo Ze podan, zato po vrsti izra¢unajmo e preostale §tiri.
V obrazec a,+1 = 2a, + 3 zapovrstjo vstavljajmo n = 1,2, 3,4. Tako dobimo:

a1+1=2a1—|—3:>a2=2-(—2)+3:—1
a2+1=2a2+3:>a3=2-(—1)+3:1
a341 =2a3+3 = a4 =2-14+3=5
G441 =2a4+3 = a5 =2-5+3=13

3. Izracunaj 121. ¢len zaporedja a, = cos n_7r‘

Resitev: 'V obrazec za splosni ¢len zaporedja vstavimo n = 121 in se spomnimo
periodic¢nosti kosinusa:

cos(k - 27 + x) = cosx kel
Tako dobimo:

121 120
@121 = COS T = COS T = cos (407T_|_ E) —
3 3
i T 1
= 20 -2 _) —cost ==
cos ( m+ 3 cos 3= 3
4. Izracunaj 6. ¢len zaporedja, e je a1 = —2 in ap11 = 3 — a,?.

Resitev:  Tokrat ne bo 8lo tako preprosto kot v prej$njem primeru. Ce zelimo
izracunati 6. ¢len, moramo v obrazec vstaviti n = 5:

as4+1 :37(152 = a6:37a52

Ce torej zelimo izraCunati 6. clen, moramo poiskati 5. ¢len. Tega pa lahko
izrac¢unamo, ¢e poznamo 4. ¢len, itd. Tako bo najlazje, da za¢nemo z izra¢unom
2. ¢lena in izrac¢unamo vse ¢lene vse do 6. ¢lena:

a2=3—a12=3—(—2)2:3—4:—1
2=3-(-1)2=3-1=2

ag=3-a3>=3-2=3-4=-1
2
2

5. Narisi graf zaporedja a,, = n+ (—1)™.
Regsitev:  Zaporedje je realna funkcija naravne spremenljivke, zato je njen graf
mnoZica tock (n,a,), ko n pretefe vsa naravna Stevila. Za posamezni n izracu-
najmo ustrezen a,:

n=1=a=14+(-1)'=1-1=0
n=2= a=2+(-1)2?=2+1=3
n=3 = a3=3+(-1)3=3-1=2
n=4 = ay=4+(-1)'=4+1=5
n=>5= a;=5+(-1)°=5-1=4
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Tocke (n, a,,) nariSemo v koordinatni sistem. Na ab-
sicni osi ozna¢imo n, na ordinatni pa a,. Mi bomo
narisali zgolj 5 tock, v resnici pa jih je seveda ne-
skonéno.

— o W A n S
T
it

Resitev:  Tovrstne naloge nimajo pravega recepta, s katerim bi jih resili. Poma-
gajo nam izku$nje, ki smo si jih pridobili z reSevanjem nalog iz podrocja Stevil.
Tako lahko v §tevcih ulomkov prepoznamo zaporedna liha Stevila. Ze v 1. letniku
smo spoznali, da jih lahko zapiSsemo v obliki 2n — 1 oziroma 2n+ 1. Ker pri¢cnemo
zaporedja Stevil z n = 1, vidimo, da je ustrezni zapis 2n + 1, saj jeza n = 1
Stevec prvega ulomka enak:

2-14+1=3

Naslednji pa je:
2:24+1=5

Sedaj moramo Se ugotoviti, kaj se skriva v imenovalcih ulomkov. Tudi to pot
nam pomagajo izkusnje. V teh Stevilih prepoznamo zaporedne potence Stevila 2:

2 =21 4 =92 8 =923 16 = 24 32 =9°

Torej je imenovalec splognega Clena za poljuben n enak 2. Tako lahko splosni
¢len zaporedja, ki mu zadoscajo vsi dani ¢leni, zapiSemo kot:

_2n+1
an = —0p
7. Kateri ¢len zaporedja a,, = je enak 47

Regitev:  ReSiti moramo enacbo a, = 4:

?j; = 4 /-(n+2)
n+l = 4(n+2)
Sn+1 = 4n+8

n =7

Tako lahko ugotovimo, da je 7. ¢len zaporedja enak 4.

8. Pokazi, da je zaporedje a,, = 2n? + 3n naraicajoce.
Resitev:  Zaporedje a,, je naracajoce, Ce za vsak n € N velja:
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Pokazimo, da nase zaporedje zadosc¢a temu pogoju. Najprej dolo¢imo:

any1 = 2 +1)*+3n+1)=2(n*+2n+1)+3n+3 =
2 +dn+2+3n+3 =20 +Tn+5

Zapisimo neenacno a,+1 > a, in pokazimo, da jo resi vsako naravno Stevilo n:

mZ4+mn+5 > 2n%2+3n
dn > -5 /:4
5

> P
" 1

O¢itno zgornja trditev drzi za vsak n € N | saj so naravna §tevila pozitivna. Zato

za vsak n € N velja a1 > a,, kar pomeni, da je nase zaporedje naragcajoce.
9. Pokazi, da je zaporedje a,, = (v/5 — 2)" padajoce.

Resitev:  Nalogo bi lahko resili podobno kot prejsnjo, vendar se bomo tokrat

raje sklicevali na lastnost eksponentne funkcije:

f(z) = (V5-2)"

Kot vemo, je eksponentna funkcija f(z) = a® padajoca, ¢e je 0 < a < 1. V naSem
primeru je osnova funkcije f enaka:

VB —2=024

Torej je funkcija f(z) = (V5 — 2)* padajoca. To pomeni, da je za vsak y >
izpolnjena neenakost:

fly) < f(x)

oziroma:

(V5-2)Y < (V5-2)°
Ker pajen+1>nzavsak n € N, je
(\/5— 2)n+1 < (\/__ 2)"
Torej je naSe zaporedje padajoce.
10. Ugotovi, ali je zaporedje a,, = n? — 10n + 20 monotono.
Resitev:  Zaporedje je monotono, ¢e je bodisi padajoce bodisi narascajoce. Po-

glejmo, ¢e lahko naSe zaporedje uvrstimo v katero od teh dveh kategorij. Za
obc¢utek najprej izra¢unajmo nekaj zacetnih ¢lenov:

a;=12-10-1+20=11

as =22-10-2420 =4

as =32—-10-3420=—1
Vidimo, da vrednosti ¢lenov na zacetku padajo. Zato bi morda predvidevali, da je
dano zaporedje padajoce. To bi morali seveda Se dokazati. Namesto tega pa raje

poglejmo, kaksna funkcija je naSe zaporedje. Vidimo, da je kvadratna funkcija
spremenljivke n, in sicer s pozitivnim vodilnim koeficientom. Opazujmo funkcijo:

f(z) =2® =10z +20
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11.

12.

10

Vemo, da je njen graf odprt navzgor, saj je vodilni
koeficient pozitiven. To pomeni, da desno od abscise
temena funkcija f narasca. Torej bo tudi zaporedje
zacelo od nekje naprej narascati.

Povzemimo naSa dognanja. Na zacetku zaporedje
pada, nato pa zac¢ne od nekod naprej narascati. To
pomeni, da to zaporedje ni niti padajoce niti nara-
S¢ajoce, torej ni monotono.

=
~ -l
<

Pokazi, da je m = 2 spodnja meja zaporedja a,, = log; 10™.
Resitev:  Da je m spodnja meja zaporedja a,, pomeni, da noben ¢len zaporedja
ni manjsi od m. Torej je za vsak n € N izpolnjena enakost:

Pokazimo torej, da so vsi ¢leni nasega zaporedja veéji ali enaki 2. Najprej upo-
rabimo obrazec za logaritem potence:

‘loga x¥ =ylog, ‘

Tako lahko pisemo:
an, = logs 10" = nlogs 10

Nadalje se spomnimo, da je logaritemska funkcija z osnovo, ki je ve¢ja od 1,
nara$cajoca. Tako za x > y velja:

logs x > logsy
V naSem primeru je:

logs 10 > logs 9
Tako imamo:

an = nlogy 10 > nlogs 9 = nlogs 32 =n -2 =2n
Za poljuben n € N je ocitno:
2n > 2

Tako velja za vsak n € N:
ap > 2
Torej je m = 2 res spodnja meja danega zaporedja.
Pokazi, da je zaporedje a,, = cos 2™ navzdol omejeno.
Resitev:  Zaporedje a,, je navzdol omejeno, ¢e obstaja taksno Stevilo m, da za

vsak n € N velja:
Ap > M

Kot vemo, to Stevilo imenujemo spodnja meja zaporedja.
V naem primeru ne bo tezko poiskati kaksne spodnje meje zaporedja, saj vemo,
da je vrednost funkcije kosinus vselej med —1 in 1:

—1<cosz <1
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Tako za poljuben n € N velja:
a, =cos2™ > —1

Torej je stevilo m = —1 spodnja meja danega zaporedja in je zato le-to navzdol
omejeno. Pripomnimo $e, da je vsako §tevilo, ki ja manjse od —1, tudi spodnja
meja danega zaporedja.

2n+1

g 3n+2
Regitev:  Stevilo M je zgornja meja zaporedja a,,, ¢e za vsak n € N velja:

13. Pokazi, da je M = 1 zgornja meja zaporedja a, =

ap, < M

Pokazimo, da v naSem primeru M = 1 zadoSc¢a gornji neenakosti:

a, < 1
2n+1 < 1
n+2 —

To neenakost smemo pomnoziti s 3n + 2, saj je za vsak n € N ta izraz pozitiven:

2n+1 < 3n+2
-n < 1 /(-1
n > -1

Seveda je vsak n € N vecji od —1, zato gornja neenakost velja, torej tudi zacetna,
kar pomeni, da je M = 1 res zgornja meja naSega zaporedja.

1. Zapi8i prve §tiri ¢lene zaporedja:

a) a, =4n+2 b) a, =1-n? c) ap,=-2
2n —1

d) an:2n—+1 e) a, =(-1)" f) a,=2"-1

g) an=nvn+1 h) a, =log,n i) a, =sinnnw
2. Zapisi prvih Sest ¢lenov zaporedja:

a) a, =n+(—-1)"n b) a, = cos % c) a, =sin %

1

d) a, = tan(% + %) e) a, = - cosn f) anzcos(ﬂ—i—(—l)”g)
3. Zapisi prvih pet ¢lenov zaporedja, Ce je:

a) a1 =2, ap11 =0an+3 b) a1 = -1, apy1 = —2a,

1 1 a
c) a1:3aan+1:§an_§ d) al:_Zaan-‘rl:anil
e) ey =1l,a0=4,anto=an+ant1 ) a1 =3,a0=—1, apyo = anani1
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4. Izracunaj iskani ¢len zaporedja:

n+4
a) a, =3n+4, a; =7 b) an = 5 a1 =7
c) ap=vn—n+7,a9 =" d) a, = Vn?, ay =7
. onm nmw
e) a, =sin o ayy =7 f) a, =tan R azo0 =7
5. IzraCtunaj 8. ¢len zaporedja, Ce je:
3
a) a1 =4, apy1 =2a, —5 b) a1:2,an+1zlf§an

6. Narisi graf zaporedja:

9-3
a) a, =n+1 b) a, = 2n c) a,=2+23"
a) a, = ) D" 0 an= ()1
an = e) ap=n—(— ay, = (— -n
2n —5
7. Poisci najpreprostejsi predpis za splo$ni ¢len, ki mu zados¢ajo zacetni ¢leni za-
poredja:
a) 5,6,7,809... b) —4,-2,0,2,4... ¢) 3,6,9,12,15 ...
d) 10,6,2, -2, —6... e) 1,4,9,16,25 ... f) 0,1,8,27,64...
1 2 3 45 13 5 7 9 . 5 7 3 11
g) a9 42 EY @ h) T 0 14 100 on 1) 17_7_7_7_"
2°3°4°5°6 4787127 167 20 6°9 4" 15
21 2 1 2 8 8
i) 2,1, -, =, - ... k) 2,4,8,16,32... N -, =, 1, -, - ..
.])7737275 )777 ) )27377573
8. Kateri ¢len danega zaporedja je enak 2:
13—n
a) a, =4n — 26 b) a":n+2
4 5
c) an:::g d) a,=n*—4n-3
n? -3
e) =" f) a, =2"t1 —5.27""2 46
g) a, =9" —28- 3" 4245 h) a, =log,9—-1
i) an:2sinE J) anzl—l—ZcosM
4 4
9. Pokazi, da je dano zaporedje narasc¢ajoce:
—1
a) a, =4n—>5 b) an:Z+1 c) a,=n*+n
d) a, = (V2)" e) a, = 2 £) a, = 3
" T142n " n+3
10. Pokazi, da je dano zaporedje padajoce:
2n + 4 2 —n?
a) a, =2-3n b) a":3n—+5 c) an:nJrl
d) a, = (m—3)"
11. Ugotovi, ali je dano zaporedje monotono:
1 n 2n
a) a n ) a 2n — 7 ¢) a 3" —1
d) a, =—-4-(=3)" e) a, =vn?+1 f) a,=2""+2"

12 1. Zaporedja



12.

13.

14.

15.

16.

Pokazi, da je m = 1 spodnja meja zaporedja:

a) a, =2n—1

d) anz3+sinn77r

Pokazi,
a) a, =
d) a, =
Pokazi,

a) a,

c) a, =20n—n? M =100

Pokazi,
a) a,

c) ap =

e) a, =

n3—

sinn

7

2

3n—2

- In +1
—n?+12n—13

1 n+6

T™—nNn

n+2

b) a, =

n+1

e) a, = log, 3"

n
b) Up =

e) a, = —2°%73

b) a,

b) a,

d) a,

da je dano zaporedje navzdol omejeno:

2n—1

nm

d) a,

da je dano zaporedje navzgor omejeno:

da je M zgornja meja danega zaporedja:

=1-2n, M =1

)

)

n+2

o2n+3’
bn —1
n2+7’

Ali je dano zaporedje navzdol oziroma navzgor omejeno:

a) a, =3-5n

d) a, =|10n —n?|

g) Ay = (_1)n(n + 4)

. ..nmw
*J) a, = nsin =

*k) ap =

1—2n
b =
) an n+1
n
e) a, =

h) a, = (_\/i)n

27L —

37L

17. Razis¢i monotonost in omejenost zaporedja:
2n+1
n+3

a) a, =

(=n"

b) a,

e) a, =nsin

1.1 Definicija in lastnosti zaporedij

(e
3+ 2"

2

)

ap, =n?>+2n—2

3”
ay, =
n+ 2"
3n+5
Ay =
"2 4n

1
a, = 1——1log(14+2™)
n

_b
6
M=1
n? —30
o —
" oop—1
—1)"
W D)
n
ap = /N

1
ap = 2 [ sinn|

a, = 10n — n?

a, =n-+sinn

13
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10.
11.

146

. a) 6,10, 14,18 b) 0, =3, -8, =15 ¢) —2, -2, =2, -2 d)

135
35 7
e) —1,1,—-1,1 f) 1,3,7,15 g) v2,2V3, 6,45 h) 0,1, log,3, 2
i) 0,0,0,0

7
9

V3 V3 V3 V3

a) 07 4, 0, 8, 0, 12 b) 0, *1, 0, 1, 07 —1 C) 7, 7, 0, *7, *7, 0
1 11 11
d) —-1,1, -1, 1, -1, 1 B P
) () ) Ly ) e) » 90 34’ 56 )07070707070
1 1 11 19

a) 2,5,8, 11,14 b) —1,2, 4,8, —-16 c¢) 3, >3 IR or
d) —2,2, 2,22 o) 1,450, 14 f) 3 —1,-3 3 -9

LS y HEy 9y Iy ) ) ) Iy

2
a) a7 = 25 b) alqe = 5 C) ag = —1 d) a4 = 2 e) ally = —1 f) aroo = \/g

431
a) ag = —123 b)) ag = ———
) as ) as T
a) b) c)
a/l an an
o - o
o L L1 &
o 1 2 3 4 5 n I
° 2L ° s
1 1k
o 1 2 34 5 m T o 1 23 4 5 67
d) e) £)
aﬂ aﬂ aﬂ 7
1k o ik
o 1 34 5 60 T of 1 2 3 4 5 n
17 o
of 1 2 3 4 5 61 T

a) an=n+4 b)apn=2n—6 ¢c)an=3n d) a,=14—4n e) an = n?

2n — 1 . 2n +1 . 2
£) an = (n—1)° n=—"" h)an,= L= R
N = LS LS ML
2"
k) a, =2" 1) an, =
) a ) a 1

a) ar b) az c¢) Noben. d) as e) Noben. f) ag g) aiinas h) Noben.
i) ai, 1 =248k, k€ NU{0} j) Noben.

. Namig: pokazi, da velja an+1 > an za vsak n € N.

Namig: pokazi, da velja an+1 < an za vsak n € N.

a) Da (narasajofe). b) Ne. «c¢) Da (padajoce). d) Ne.
e) Da (naraic¢ajoce). f) Da (naraicajoce).

Resitve
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